
แบบจ ำลองกำรติดเช้ือ โควดิ-๑๙
Multiple Clusters & Targeted Vaccination: 

Theory
ภำณุวฒัน์ เลิศสิทธิชยั
ภำควิชำศลัยศำสตร์
รพ. รำมำธิบดี

๑๒ พ.ค. ๒๕๖๔

แบบจําลองการตดิเชือ้ โควดิ19 : อ.พน.ภาณุวฒัน์ เลิศสิทธิชัย (12/05/64) Slide 1/34



แบบจ ำลอง และประโยชน์

ท ำนำย
•เชิงปริมำณ
•เชิงคุณภำพ
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Susceptible

Infected

Recovered

แบบจ ำลอง เป็น 3-state/compartment 
Deterministic SIR model

กลุ่ม Recovered ไม่สำมำรถแพร่/ติดเช้ือไดอี้ก

แบบจ ำลอง ๓ สถำนะ
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Susceptible

Infected

Recovered

ประชำกร (Effective Population) เสมือนรวมตวัอยูท่ี่จุด
เดียว แพร่เช้ือถึงกนัไดทุ้กคน โดยมีโอกำสติดเช้ือเท่ำกนั
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สมกำรพื้นฐำนของแบบจ ำลอง SIR (Kermack-McKendrick Equations)

(1)
𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝛽𝐼 𝑡 𝑆(𝑡)

𝑁

(2)
𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝛽𝐼 𝑡 𝑆(𝑡)

𝑁
− γ𝐼(𝑡)

(3)
𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼(𝑡)

• สมกำรทั้ง 3 บรรยำยถึงกำรเปล่ียนแปลงของ S(t), I(t), R(t) ต่อหน่วยเวลำ ในประชำกรขนำด N หลงัเร่ิม
ระบำด ณ เวลำ t 

• N = S(t) + I(t) + R(t) = ค่ำคงท่ี
• ไม่สามารถแก้สมการชุดนี ้ให้ได้ค าตอบทีเ่ขียนเป็นสูตรง่ายๆ ได้ (No closed form solutions)

3 compartments:
𝑁 = 𝑆 𝑡 + 𝐼 𝑡 + 𝑅(𝑡)
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สมกำรพื้นฐำนของแบบจ ำลอง SIR

• แบบจ ำลองมีค่ำสัมประสิทธ์ิ ท่ีส ำคัญเพียง ๒ ค่ำ

• ค่ำ 𝛽 คืออตัรำกำรแพร่เช้ือ (Transmission rate)
• ค่ำ 𝛾 คืออตัรำกำรหำยจำกกำรติดเช้ือ (Recovery rate)

• และค่ำ 
𝛽

𝛾
≡ 𝑅 เรียกวำ่ ค่ำ Reproduction Ratio หรือ Reproduction number คือ อตัราการแพร่เช้ือต่อ

อตัราการหายจากการตดิเช้ือ อนัจะเป็นค่าคงทีห่รือไม่กไ็ด้

• ดงัน้ัน 𝑅 = 𝟐 หมายความว่า ณ จุดเวลาหน่ึง จะมผู้ีตดิเช้ือใหม่ 2 ต่อผู้หายจากเช้ือ 1
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ในระยะยำว เกือบ 80% ของประชำกร
จะตอ้งติดเช้ือ หำก R = 2 = ค่ำคงท่ี

กราฟทีไ่ด้จากการแก้สมการ 1 – 3 ในกรณทีี ่R = 2; เร่ิมต้นที่
ค่า N (ประชากร) = 10,000; S(0) = 9,999; I(0) = 1

แกส้มกำรดว้ยวธีิประมำณ 
(Approximation) แลว้
สร้ำงเป็นกรำฟ
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ในระยะยำว ประมำณ 1.2 % ของประชำกร
จะเสียชีวติ หำก R = 1.5 = ค่ำคงท่ี

เสียชีวติ 1.16%
คิดเป็น 2% ของผูติ้ดเช้ือ

Infection Prevalence 
Cumulative Deaths
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แบบจ ำลองสมจริงมำกข้ึน โดยเพ่ิม Compartment

• SEIR
• SEIRD
• ฯลฯ

Susceptible

Recovered

Exposed

Dead

Infected
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Enserink M, Kupferschmidt K, Desai N. The science of superspreading. Science, 30 Oct 2020

R = 2 หมำยควำมวำ่...
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Enserink M, Kupferschmidt K, Desai N. The science of superspreading. Science, 30 Oct 2020

“Superspreader”
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ค่ำ R

• หำก ค่ำ R < 1 ไม่เกิดกำรระบำด
• หำก R = 2 ลดใหเ้ป็น 1 ได ้ตอ้งสร้ำงภูมิคุม้กนั ในประชำชนอยำ่งนอ้ย 1/2 หรือ 50% จึงจะไม่เกิดกำรระบำด
• หำก R = 3 ลดใหเ้ป็น 1 ได ้ตอ้งสร้ำงภูมิคุม้กนั ในประชำชนอยำ่งนอ้ย 2/3 หรือ 67% จึงจะไม่เกิดกำรระบำด
• สัดส่วนของประชำกรอยำ่งนอ้ย ท่ีตอ้งมีภูมิคุม้กนั จึงจะไม่เกิดโรคระบำด อำจเรียกวำ่ Herd immunity 

threshold
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ค่ำ R0, Rt

นกัวจิยัโรคติดเช้ือบำงกลุ่ม จ ำลองกำรด ำเนินโรค และผลกระทบของนโยบำยควบคุม รักษำ ป้องกนัโรค โดย
เนน้ท่ี ค่ำ R
• ค่ำ R ณ จุดเร่ิมตน้ของกำรระบำด ก่อนไดรั้บผลกระทบจำกกำรควบคุม ป้องกนัต่ำง ๆ เรียกวำ่ R0 หรือ Basic 

reproduction number

• ค่ำ R ณ จุดเวลำอ่ืนๆ ซ่ึงอำจมีค่ำเปล่ียนแปลงไปตำมนโยบำยต่ำง ๆ เรียกรวมวำ่ Rt หรือ Effective 
reproduction number 
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Single Component Deterministic SIR ท่ีค่ำ 𝛽𝑡 แปรตำมเวลำได้

มำตรกำรบรรเทำ & ผอ่นปรนต่ำงๆ (ติดเช้ือยำก/ง่ำยข้ึน) ณ เวลำ t

(1)
𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝛽𝑡𝐼 𝑡 𝑆(𝑡)

𝑁

(2)
𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝛽𝑡𝐼 𝑡 𝑆(𝑡)

𝑁
− 𝛾𝐼(𝑡)

(3)
𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼(𝑡)

โดยท่ี 𝑅𝑡 =
𝛽𝑡

𝛾
= “Effective Reproduction Ratio”

และ กำรลดค่ำ 𝑅𝑡 คือบรรเทา เพิม่ค่ำ 𝑅𝑡 คือผ่อนปรน

Susceptible

Infected

Recovered

𝛽𝑡𝐼 𝑡

𝑁

Single Cluster/Component SIR

SIR
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Histogram ของ Daily incidence ในไทยท่ีไดจ้ำก
ส่ือฯ (ตั้งแต่ ๑ มีค ถึง ๒ พค ๒๕๖๓) ซอ้นดว้ย
เส้นกำรแจกแจงแบบ Gamma (เส้นโคง้สีม่วง)
เพื่อช้ีใหเ้ห็นถึง Theoretical fit ท่ีอำจเป็นได้

ขอ้มูลอุบติักำรณ์ปีท่ีแล้วบ่ง
บอกวำ่ Single “Cluster” 
SIR Model อำจเหมำะสม
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ข้อมูลอุบัตกิารณ์ปีน้ีระบุว่าน่าจะ
ม ีMultiple Infected Clusters
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Enserink M, Kupferschmidt K, Desai N. The science of superspreading. Science, 30 Oct 2020

Superspreaders:
10%-20% responsible for 
80% of all infections

“Disassortative Network”

ตวัอยำ่งกำรเกิด multiple 
infected clusters
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Multicomponent Deterministic SIR with Interaction

(1)
𝑑𝑆𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= −

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝛽𝑘,𝑡𝐼𝑘 𝑡

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝑁𝑘

𝑆𝑖 𝑡

(2)
𝑑𝐼𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
=

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝛽𝑘,𝑡𝐼𝑘 𝑡

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝑁𝑘

𝑆𝑖 𝑡 − 𝛾𝑖𝐼𝑖(𝑡)

(3)
𝑑𝑅𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾𝑖𝐼𝑖 𝑡

(4)
𝑑𝑁𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 0 (no exchange)

σ𝑘𝑁𝑘 = 𝑁 (total population)

SIR 0

SIR 1

SIR 2

etc.

𝑚+ 1 components:
𝑖 ∈ {0, … ,𝑚}Weight or Interaction Matrix 𝑾

No exchange or flow of 
people between components
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Two-component Deterministic SIR with Interaction 

(1) 𝑑𝑆1(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝑤10𝛽0,𝑡𝐼0 𝑡 +𝑤11𝛽1,𝑡𝐼1 𝑡

𝑤10𝑁0+𝑤11𝑁1
𝑆1 𝑡

(2) 𝑑𝐼1(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑤10𝛽0,𝑡𝐼0 𝑡 +𝑤11𝛽1,𝑡𝐼1 𝑡

𝑤10𝑁0+𝑤11𝑁1
𝑆1 𝑡 − 𝛾1𝐼1(𝑡)

(3) 𝑑𝑅1(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾1𝐼1 𝑡 (and similar equations for the 0 component)

𝑊 =
𝑤00 𝑤01

𝑤10 𝑤11

SIR 0

SIR 1

1 + 1 = 2 components

“Weight” or interaction matrix
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Two-component Deterministic SIR: Complete “Integration” 

(1) 𝑑𝑆1(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝛽0,𝑡𝐼0 𝑡 +𝛽1,𝑡𝐼1 𝑡

𝑁0+𝑁1
𝑆1 𝑡

(2) 𝑑𝐼1(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝛽0,𝑡𝐼0 𝑡 +𝛽1,𝑡𝐼1 𝑡

𝑁0+𝑁1
𝑆1 𝑡 − 𝛾1𝐼1(𝑡)

(3) 𝑑𝑅1(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾1𝐼1 𝑡 (and similar equations for the 0 component)

𝑊 =
1 1
1 1

SIR 0

SIR 1

1 + 1 = 2 components

Complete “integration”
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Two-component Deterministic SIR: Complete Separation 

(1) 𝑑𝑆1(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝛽1,𝑡𝐼1 𝑡

𝑁1
𝑆1 𝑡

(2) 𝑑𝐼1(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝛽1,𝑡𝐼1 𝑡

𝑁1
𝑆1 𝑡 − 𝛾1𝐼1(𝑡)

(3) 𝑑𝑅1(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾1𝐼1 𝑡 (and similar equations for the 0 component)

𝑊 =
1 0
0 1

SIR 0

SIR 1

1 + 1 = 2 components

Complete separation
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Two-component Deterministic SIR: One-way Partial Separation 

(1.1) 𝑑𝑆1(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝛽1,𝑡𝐼1 𝑡

𝑁1
𝑆1 𝑡

(1.0) 𝑑𝑆0(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝛽0,𝑡𝐼0 𝑡 +
1

2
𝛽1,𝑡𝐼1 𝑡

𝑁0+
1

2
𝑁1

𝑆0 𝑡

(and similar equations for other compartments & components)

𝑊 =
1

1

2

0 1

SIR 0

SIR 1

1 + 1 = 2 components

“One-way” separation
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Two-component Deterministic SIR: One-way Partial Separation 

(1.1) 𝑑𝑆1(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝛽1,𝑡𝐼1 𝑡

𝑁1
𝑆1 𝑡

(1.0) 𝑑𝑆0(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝛽0,𝑡𝐼0 𝑡 +
1

2
𝛽1,𝑡𝐼1 𝑡

𝑁0+
1

2
𝑁1

𝑆0 𝑡

(and similar equations for other compartments & components)

𝑊 =
1

1

2

0 1

SIR 0

SIR 1

1 + 1 = 2 components

“One-way” separation

One-way

Partial
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Staggered Changes to the 
Transmission Rates 𝛽𝑖,𝑡
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Multicomponent Deterministic SIR with Interaction 

(1)
𝑑𝑆𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= −

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝛽𝑘,𝑡𝐼𝑘 𝑡

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝑁𝑘

𝑆𝑖 𝑡

(2)
𝑑𝐼𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
=

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝛽𝑘,𝑡𝐼𝑘 𝑡

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝑁𝑘

𝑆𝑖 𝑡 − 𝛾𝑖𝐼𝑖(𝑡)

(3)
𝑑𝑅𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾𝑖𝐼𝑖 𝑡

(4)
𝑑𝑁𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 0 (no exchange)

σ𝑘𝑁𝑘 = 𝑁 (total population)

SIR 0

SIR 1

SIR 2

etc.

𝑚 + 1 components

No exchange or flow of 
people between components
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Multicomponent Deterministic SIR with Interaction 

(1)
𝑑𝑆𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= −

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝛽𝑘,𝑡𝐼𝑘 𝑡

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝑁𝑘

𝑆𝑖 𝑡 − 𝜐𝑛𝑖,𝑡𝑆𝑖(𝑡)

(2)
𝑑𝐼𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
=

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝛽𝑘,𝑡𝐼𝑘 𝑡

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝑁𝑘

𝑆𝑖 𝑡 − 𝛾𝑖𝐼𝑖(𝑡)

(3)
𝑑𝑅𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾𝑖𝐼𝑖 𝑡 + 𝜐𝑛𝑖,𝑡𝑆𝑖(𝑡)

(4)
𝑑𝑁𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 0 (no exchange)

σ𝑘𝑁𝑘 = 𝑁 (total population)

SIR 0

SIR 1

SIR 2

etc.

𝑚 + 1 components

& Targeted Vaccination
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Multicomponent Deterministic SIR with Interaction 

(1)
𝑑𝑆𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= −

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝛽𝑘,𝑡𝐼𝑘 𝑡

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝑁𝑘

𝑆𝑖 𝑡 − 𝜐𝑛𝑖,𝑡𝑆𝑖(𝑡)

(2)
𝑑𝐼𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
=

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝛽𝑘,𝑡𝐼𝑘 𝑡

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝑁𝑘

𝑆𝑖 𝑡 − 𝛾𝑖𝐼𝑖(𝑡)

(3)
𝑑𝑅𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾𝑖𝐼𝑖 𝑡 + 𝜐𝑛𝑖,𝑡𝑆𝑖(𝑡)

(4)
𝑑𝑁𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 0 (no exchange)

σ𝑘𝑁𝑘 = 𝑁 (total population)

SIR 0
SIR 1

SIR 2

𝑚 + 1 components

& Targeted Vaccination

etc.
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Multicomponent Deterministic SIR with Interaction 

(1)
𝑑𝑆𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= −

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝛽𝑘,𝑡𝐼𝑘 𝑡

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝑁𝑘

𝑆𝑖 𝑡 − 𝜐𝑛𝑖,𝑡𝑆𝑖(𝑡)

(2)
𝑑𝐼𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
=

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝛽𝑘,𝑡𝐼𝑘 𝑡

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝑁𝑘

𝑆𝑖 𝑡 − 𝛾𝑖𝐼𝑖(𝑡)

(3)
𝑑𝑅𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾𝑖𝐼𝑖 𝑡 + 𝜐𝑛𝑖,𝑡𝑆𝑖(𝑡)

(4)
𝑑𝑁𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 0 (no exchange)

σ𝑘𝑁𝑘 = 𝑁 (total population)
SIR 0

SIR 1

SIR 2

& Targeted Vaccination

etc.

𝜐 : ประสิทธิภำพวคัซีน;
𝑛𝑖,𝑡 : สัดส่วน/เวลำ ประชำชน i
ท่ีไดรั้บวคัซีน ณ เวลำ 𝑡 − 𝜏 *

*Delayed effect of vaccination taken into account by assuming 
vaccination at time 𝑡 − 𝜏 where 𝜏 is time to maximum effectiveness
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Multicomponent Deterministic SIR with Interaction & Exchange/Flow

(1) 𝑑𝑆𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= −

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝛽𝑘,𝑡𝐼𝑘 𝑡

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝑁𝑘

𝑆𝑖 𝑡 − 𝜐𝑛𝑖,𝑡𝑆𝑖 𝑡 + σ𝑘 𝑓𝑘𝑖,𝑡𝑆𝑘 𝑡 − 𝑓𝑖𝑘,𝑡𝑆𝑖(𝑡)

(2) 𝑑𝐼𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
=

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝛽𝑘,𝑡𝐼𝑘 𝑡

σ𝑘=0
𝑚 𝑤𝑖𝑘𝑁𝑘

𝑆𝑖 𝑡 − 𝛾𝑖𝐼𝑖 𝑡 + σ𝑘 𝑓𝑘𝑖,𝑡𝐼𝑘 𝑡 − 𝑓𝑖𝑘,𝑡𝐼𝑖(𝑡)

(3) 𝑑𝑅𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾𝑖𝐼𝑖 𝑡 + 𝜐𝑛𝑖,𝑡𝑆𝑖(𝑡)

(4) 𝑑𝑁𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= σ𝑘 𝑓𝑘𝑖,𝑡𝑆𝑘 𝑡 − 𝑓𝑖𝑘,𝑡𝑆𝑖(𝑡) +σ𝑘 𝑓𝑘𝑖,𝑡𝐼𝑘 𝑡 − 𝑓𝑖𝑘,𝑡𝐼𝑖(𝑡)

σ𝑘 𝑓𝑖𝑘,𝑡 = 𝑓𝑖,𝑡 ≡ 1

σ𝑘
𝑑𝑁𝑘(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑𝑁 (𝑡)

𝑑𝑡
= 0

SIR 0 SIR 1

SIR 2

𝑓01

𝑓10

etc.

𝑓20

𝑓21

𝑚 + 1 components

& Targeted Vaccination

"Flow matrix" 𝐹𝑡 = 𝑓𝑖𝑗,𝑡

There is flow of people 
between components
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Parameters & Variables (& Data)

• Transmission rate vector 𝜷𝑡 = 𝛽𝑖,𝑡 ; recovery rate 𝛾;…

• Vaccine effectiveness 𝜐

• Vaccination rate vector 𝒏𝑡 = 𝑛𝑖,𝑡

• Weight matrix 𝑾 = 𝑤𝑖𝑗

• Flow matrix 𝑭 = 𝑓𝑖𝑗
• Data from available sources (Ministry of PH)
• Sensitivity analysis: varying plausible values of parameters & variables for qualitative prediction & 

explanation
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ประเด็นอ่ืน ๆ
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Computer calculations done using STATA v. 14 codes
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สรุป

• Multicomponent deterministic SIR เพื่ออธิบำย ขอ้มูลอุบติักำรณ์ ท่ีไม่มี single peak แต่มี multiple peaks/ 
หรือ sustained plateauing

• สร้ำงแบบจ ำลองท่ีสมจริงมำกข้ึน รวมถึง มีกำรแลกเปล่ียน (exchange) ประชำชนระหวำ่ง กลุ่มชุมชน/
จงัหวดั (clusters/components)

• มีกำรสร้ำงแบบจ ำลองเพื่อท ำนำยผลของกำรฉีดวคัซีนแบบมุ่งเป้ำ (ชุมชน/จงัหวดัท่ีมีควำมเส่ียงสูง)
• อำจตอ้งมีกำรขยบัขยำยแบบจ ำลองไปเป็นกรณีท่ีมีควำมแปรปรวนสุ่ม (stochastic models)
• ยงัไม่ได้ท าการค านวณหรือแก้สมการจริง ยงัไม่ได้น าข้อมูลใส่ลงในสมการ ก าลงัด าเนินการ
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